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Самаркандский государственный университет 
iqboln@mail.ru, okarshiboevsher@mail.ru 
 
Аннотация. Рассматривается задача аналитического продолжения решения систем уравнений 
теории упругости в плоской  области по её значениям и значениям её напряжений на части границы 
этой области, т.е. расматривается задача Коши. 
Ключевые слова. системы теории упругости, интегральная формула, функция Карлемана, 
матрица Карлемана, задача Коши. 
 
Elastiklik nazariyasi sistemasi uchun Koshi masalasi 
Annotasiya: Bu 
ishdaelastikliknazariyasitenglamalarisistemasiyechiminitekislikdagisohadayechimningsohachegarasiningmusb
ato’lchovliqismidaberilganigako’rasohaningichigatopishmasalasiqaraladi. 
BundaymasalagaKoshimasalasideyiladi. 
Kalitso’zlar:еlastikliknazariyasisistemasi, integral formula, Karlemanfunksiyasi, Karlemanmatritsasi, 
Koshimasalasi. 
 
The Cauchy problem for the system of the  elasticity 
Abstrakt. In this paper we consider the problem of analytical continuation of solutions to the system 
of the elasticity in a bounded domain from their values and values of their strains on a part of the boundary of 
this domain, i.e., we study the Cauchy problem.  
Key words: system theory of elasticity, Carleman function, Carleman matrix, the Cauchy problem. 
 
Рассматривается задача аналитического продолжения решения системуравнений  теории 
упругости в плоской  области по её значениям и значениям её напряжений на частиграницы этой 
области, т.е. расматривается задача Коши. 
Так как во многих реальных задачах часть границы недоступно для измерений ни смещений, 
ни напряжений либо известны лишь интегральные характеристики. При экспериментальном 
исследовании напряженно - деформированного состояния натурных конструкций, измерение можно 
произвести только на доступных участках, т.е. компоненты смешений и напряжений заданы лишь на 
части границы. 
По этому возникает необходимость рассмотрения задачи продолжения решения системы 
уравнений теории упругости в области по её значениям и значениям её напряжений на части 
поверхности границы. 
Система уравнений теории упругости эллиптическая. Соответственно задача Коши для таких 
систем является некорректной. Решение существует, единственен, но не устойчиво, т.е., решение не 
устойчиво относительно малого изменения данных. В некорректных задачах существование решение и 
принадлежности её к классу корректности [1] предполагается в априори.  
В данной работе на основе метода функции Карлемана [2] и работ[3]- [7] строится 
регуляризованное решение задачиКоши для системы уравнений теории упругости для 
областейспециального вида. 
В статье рассматриваются вопросы регуляризации задачи Коши для систем дифференциальных 
уравнений второго порядка с постоянными коэффициентами. 
Пусть ),(=),,(= 2121 yyyxxx  точки Евклидова пространства 
2E  и D  область в 2E  с 
кусочно-гладкой границей D  , S -часть D  , .\= SD  
Пусть2− компонентныйвектор-функция )(xU ൫𝑢ଵ(𝑥), 𝑢ଶ(𝑥)൯удовлетворяет в области D  
системы уравнений  теории упругости [8]:  
,0)()()(  xUdivgradxU                                       (1) 
где коэффициенты , (  2,0  ) характеризующие среды. 
Вектор-функцию )( yU  называем регулярнoй в D , если она непрерывна вместе со своими 
частными производными второго порядка в D  и первого порядка на .= DDD   
Постановка задачи. Требуется определить регулярное решение U  системы (1) в области D  
исходя из её данных Коши, заданных на  S :  
1
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)2(,),(=)())(,(),(=)( SyygyUynTyfyU y   
где ))(,( ynT y  оператор напряжения определяемый равенством  
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))(),((=)( 21 ynynyn  внешный единичный вектор нормали к поверхности D  в точке y , где 
))(),((=)( 21 yfyfyf  и ))(),((=)( 21 ygygyg  заданные непрерывные вектор-функции на .S kj -
символ Кронекера.  
Нам известно, что для ругулярное решение системы (1) верна интегральное представление [8], 
т.е.:  
(3),,))()}(),({)}(),(){((=)( * DxdsyUxynTyUnTxyxU yyy
D


 где, «*» у матрице означает операцию транспонирование, а )( xy  - матрица 
 
фундаментальных решений статики  теории упругости:  
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Определения.Матрицей Карлемана задачи (1), (2) называется  2)(2  матрица ),,( xy , 
зависящая от двух точек xy,  и положительного числового параметра  , удовлетворяющая 
следующим двум условиям:  
 ),,,()(=),,(1)  xyGxyxy   
где матрица ),,( xyG  удовлетворяет по переменный y  системе (1) всюду в области D , )( xy   
матрица фундаментальных решений системе (1);  
   ),(|),,(),(||),,(|2)
\
 

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SD
dsxynTxy  
где 0,)(   при ;  ||  евклидова норма матрицы ,||=|| 22 xij  т.е., 2
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 Из определения матрицы Карлемана и формулы Грина получим 
Теорема 1. Всякое регулярное решение )(xU  системы (1) в области D представима в виде
 (4),,))()},,(),({)}(),(){,,((=)(
* DxdsyUxynTyUnTxyxU yyy
D



 
где  ),,( xy  матрица Карлемана. 
Используя матрицу Карлемана, легко вывести оценку устойчивости решения задачи Коши (1), 
(2), а также указать метод эффективного решения этой задачи. 
С целью построения приближенного решения задачи (1), (2) построим матрицу Карлемана 
следующим образом:  
Пусть 𝐷- ограниченная односвязная  областей, в  2E   с кусочно-гладкой  границей  𝜕𝐷 = 𝑆𝑈 𝑙,
где   𝑆 − гладкая  крывая лежащая в верхней  полуплоскости  уଶ>0 , a𝑙 −конечный  отрезок  
вещественной оси. 
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где 112
22 , yxyuiw   . 
           Введем следующие обозначения 
,)]()},,(),({)}(),(){,,([=)( * yyy dsyUxynTyUnTxyxU
S
 
,)]()},,(),({)(),,([=)( * yy
S
dsyfxynTygxyxU   
 где  )(yf  и )(yg  непрерывные приближения на  S  функции  )(yU  и ),(),( yUnT y  такое что  
 1.<<0,|)()(),(|max|)()(|max   ygyUnTyfyf y
SS
 
Верна  
Теорема 2. Пусть )(xU  - регулярное решение уравнения (1) в области D  и удовлетворяет на 
SDl \=   граничному условию  
)5(.,|)(),(||)(| lyMyUnTyU y   
Тогда, 1,  Dx  справедливы неравенства  
 ),(exp)(|)()(| 2
2 xxMCxUxU    
где ,),(=)(
yx
ds
CxC y
D 


 ),( C  постоянные, зависящие только от .,   
Теорема 3. Пусть )(xU  регулярная решения системы (1) в области D , удовлетворяющее 
(5) в .\ SD  Тогда справедлива оценка  
| 𝑢(𝑥) − 𝑢ఙఋ(𝑥)| ≤  𝑀 𝐶(𝜆, 𝜇, 𝑥)  𝛿௫మ/௫మ
బ 𝑙𝑛 ൬
М
𝛿
൰ ,        𝑥𝜖𝐷                       
где𝜎 = (𝑥ଶ଴)ିଵ𝑙𝑛 ቀ
М
ఋ
ቁ , 𝑥ଶ଴=max 𝑥ଶ
஽
,C(𝜆, 𝜇, 𝑥) =C(𝜆, 𝜇) ∫ | ln 𝑟డ஽ + 𝑟
ିଵ|𝑑𝑠௬,   𝑟 = |𝑦 − 𝑥|. 
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